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ВВЕДЕНИЕ
     В практике принятия решений в самых разных областях человеческой деятельности приходится сталкиваться с задачами, относящимися к задачам дискретной оптимизации, многие из которых, как известно, являются задачами, принадлежащими классу NP. Существует множество методов, алгоритмов и программных средств решения этих задач. В этой связи справедливо ожидать возможности решения данных задач системами компьютерной математики (СКМ). Они представляют собой специализированные программные пакеты решения математических задач самого разного характера. К числу наиболее популярных СКМ относятся пакеты Mathematica, Maple, Matlab, Mathcad. 

  Cистема Matlab, имея мощный набор средств для решения разнообразных задач непрерывной оптимизации в виде пакетов Optimization Toolbox и Global Optimization Toolbox,  не содержит встроенных функций для решения задач комбинаторной оптимизации. Некоторые исследователи стремятся восполнить этот пробел путём разработки  соответствующих функций. Так, например, система Matlog, являющаяся расширением  Matlab, содержит встроенные функции для решения некоторых задач дискретной оптимизации, интерпретируемых как задачи теории графов, а именно: задача коммивояжёра, задача нахождения кратчайшего пути графа, задача отыскания потока сети минимальной стоимости, задача нахождения минимального остовного дерева.

  Ещё одним расширением среды Matlab в части решения задач дискретной оптимизации является пакет Graph Theory Toolbox, разработанный профессором ХПИ С.П. Иглиным. В данном пакете представлены функции для решения таких задач, как несимметричная задача коммивояжёра, задача нахождения максимального потока в сети, задача о максимальном паросочетании, задача отыскания минимального остовного дерева, задача нахождения минимального вершинного покрытия и др. Функции данного пакета используют в свою очередь функции, в частности, расширения TOMLAB   для решения задач целочисленного и смешанного квадратичного программирования в виду того, что многие задачи на графах могут быть сформулированы в терминах целочисленного линейного программирования (ЦЛП) и фактически проблема сводится к тому, чтобы информацию о графе сформулировать как задачу ЦЛП, решить её и вернуть результаты в терминах теории графов. 
       Как было отмечено выше, программная система Matlab не имеет специальных встроенных функций для решения задач комбинаторной оптимизации, а лишь встроенную функцию для решения задачи булевого линейного программирования методом ветвей и границ (bintprog). Это даёт возможность решать некоторые задачи комбинаторной оптимизации, которые могут быть сведены к задачам булевого линейного программирования, в частности, рассматриваемые в данном пособии задачи: коммивояжёра, о назначении, о покрытии множества, 0,1-задачу о рюкзаке, о максимальном рёберном покрытии, о минимальном вершинном покрытии.

   Часть 1

РЕШЕНИЕ 0,1-ЗАДАЧИ О РЮКЗАКЕ

       Постановка задачи
       0,1-задача о рюкзаке формулируется  следующим образом. Необходимо отыскать такой набор предметов из заданного их множества с размерностью ai и стоимостью ci каждого (i = 1,…,n), которые, будучи помещёнными в рюкзак размерности A, обеспечивали бы максимальную стоимость. 
       Формальная постановка данной задачи имеет вид:
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  В данных выражениях  xi – булева переменная, при этом xi = 1, если i-й предмет кладётся в рюкзак и xi = 0 – в противном случае.
       Формулировка задания
   Решить 0,1-задачу о рюкзаке. Значения весов предметов и вес рюкзака для различных вариантов выполнения задания представлены в приложении А.
        Решение типового примера

        Исходные данные для решения  0,1-задачи о рюкзаке представлены в табл. 1. Решить задачу о рюкзаке.
                Таблица 1 – Исходные данные     
	Номер
предмета
	Размер 

предмета
	Стоимость 

предмета
	Размер

 рюкзака

	1
	50
	14
	250



	2
	75
	12
	

	3
	155
	20
	

	4
	90
	18
	

	5
	85
	11
	

	6
	35
	15
	


     В этом случае Matlab-код для решения данной задачи имеет вид:
f = [14; 12; 20; 18; 11; 15];

A = [50 75 155 90 85 35];

b = 250;

[x,fval]= bintprog(-f, A, b);

x

fval = -fval.
      В результате вычислений получится вектор оптимальных значений булевых переменных и оптимальное значение целевой функции:
x =

     1

     1

     0

     1

     0

     1

fval =

         59.
       Таким образом, как следует из полученных результатов, в рюкзак помещаются предметы с номерами 1,2,4,6, а их общая стоимость равна 59.
 M-файл-функция с именем knapsack01 для решения 0,1-задачи о рюкзаке имеет вид: 
function func = knapsack01(f, A, b)

  [x,fval]= bintprog(-f, A, b);

   x

   fval = -fval

    end.

  Входными параметрами данной функции являются: f – вектор (столбец) значений стоимостей предметов ci; A – вектор значений размерностей предметов ai; b – размерность рюкзака.
Часть 2
РЕШЕНИЕ ЗАДАЧИ О НАЗНАЧЕНИИ

      Постановка задачи
      Задача о назначении формулируется  следующим образом.
  Необходимо отыскать наилучшее – в смысле минимальной стоимости ​– распределение n работников по n работам при известных затратах cij,  связанных  с  назначением  работника с номером i  на работу с номером j (i,j = 1,…,n).
  Формальная постановка данной задачи имеет вид:
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       В данных выражениях xij – булева переменная, которая принимает значение 1, если работник с номером i назначается на работу с номером j, и равна 0 в противоположном случае.              

       Выражения (2.2) и (2.3) задают условия того, что каждый работник назначается только на одну работу и что на каждую работу назначается только один работник.  
      Формулировка задания
  Решить задачу о назначении. Значения весов работ, выполняемых разными работниками, для различных вариантов выполнения задания представлены в приложении Б.
       Решение типового примера
       Исходные данные для решения  задачи о назначении представлены в табл. 2. Решить задачу о назначении.
                   Таблица 2 ​– Исходные данные
	Номер работника

i
	Номер работы j

	
	1
	2
	3

	1
	7
	8
	10

	2
	11
	9
	12

	3
	6
	8
	9


 В этом случае Matlab-код для решения данной задачи имеет вид:
  f = [7; 8; 10; 11; 9; 12; 6; 8; 9];

  A = [1 1 1 0 0 0 0 0 0;

         0 0 0 1 1 1 0 0 0;

         0 0 0 0 0 0 1 1 1;

         1 0 0 1 0 0 1 0 0;

         0 1 0 0 1 0 0 1 0;

         0 0 1 0 0 1 0 0 1];

  b = ones(6,1);

  [x,fval]= bintprog(f, [], [], A, b).
       В результате вычислений получится вектор оптимальных значений булевых переменных и оптимальное значение целевой функции:
x =

     0

     0

     1

     0

     1

     0

     1

     0

     0

fval =

         25.
       Таким образом, как следует из полученных результатов, первый работник назначается на третью  работу, второй – на  вторую  работу, третий – на  первую работу, а минимальные затраты, связанные  назначением работников на работы, равны 25.
 M-файл-функция с именем assignprob для решения задачи о назначении имеет вид:
function [ ] = assignprob(f)

     n = sqrt(length(f)); 

     A1 = genMatrixA1(n);          

     A2 = repmat(eye(n),1,n);     

     A = [A1;A2];                 

     b = ones(2*n,1);             

    [x,fval] = bintprog(f, [ ], [ ], A, b);

x

disp('Значение целевой функции')

fval

end

  function A = genMatrixA1(n)

k = 1;

for i = 1:n

   for ii = 1:n * n

      if(k>(i-1)*n && k<((i-1)*n)+n+1)

         A(i,ii) = 1;

      else

         A(i,ii) = 0;           

      end;

         k = k + 1;

      end;

        k = 1;

    end;

end.

Входным параметром f данной функции является вектор (столбец) значений cij. В теле данной функции используется функция genMatrixA1 для формирования ограничения (2.2).

Часть 3
РЕШЕНИЕ ЗАДАЧИ КОММИВОЯЖЁРА

     Постановка задачи
     Задача коммивояжёра формулируется  следующим образом.
     Имеются n городов, расстояния между которыми известны. Коммивояжёр должен пройти все n городов по одному разу, вернувшись в тот город, из которого начал своё движение.     Требуется найти такой маршрут движения, при котором суммарное пройденное расстояние  будет минимальным.

       Если считать города вершинами графа, а связи между городами – дугами графа, то задача коммивояжера в терминах теории графов формулируется как задача отыскания кратчайшего гамильтонова цикла (контура) в полном ориентированном взвешенном графе без петель. 

        В формальном виде задача коммивояжёра может быть представлена следующим образом:

                                           
[image: image8.wmf]min,

→

x

c

=

f

n

1

=

i

n

j

≠

i

1

=

j

ij

ij

��

��

                                  (3.1)        

                                                         
[image: image9.wmf]��

n

1

=

i

ij

 

1,

=

x

   
[image: image10.wmf];

,

1

∀

n

=

j

                                   (3.2)       

                                                       
[image: image11.wmf]��

n

1

=

i

ij

 

1,

=

x

    
[image: image12.wmf].

,

1

∀

n

=

i

                                  (3.3)

       В данных выражениях xij – булева переменная, которая принимает значение 1, если путь проходит из вершины с номером i в вершину с номером j, и равна 0 в противоположном случае; cij – расстояние между i-й и j-й вершиной в графе.
       Выражения (3.2) и (3.3) задают условия того, что в каждую вершину графа входит только одна дуга и что из каждой вершины выходит только одна дуга.
       Следует отметить, что ограничениям (3.2), (3.3) соответствует система из нескольких меньших циклов (подциклов), которые в сумме охватывают все вершины. Чтобы устранить подциклы и всегда получать в качестве решения гамильтонов цикл, необходимо ввести дополнительные ограничения, в которых присутствуют неограниченные действительные переменные, ассоциированные с вершинами.  Однако реализовать эти ограничения, оставаясь в рамках функции bintprog, невозможно, поэтому при использовании функции bintprog решение задачи коммивояжёра может быть представлено набором подциклов.
     Формулировка задания
  Решить задачу коммивояжёра. Значения весов рёбер между вершинами для различных вариантов выполнения задания представлены в приложении В.
      Решение типового примера

      Матрица расстояний между вершинами задана таблицей 3. Найти оптимальный маршрут коммивояжёра.

                                  Таблица 3 – Матрица расстояний

	Номер

вершины i
	Номер вершины j

	
	1
	2
	3
	4
	5

	1
	–
	5
	7
	6
	4

	2
	9
	–
	6
	10
	8

	3
	7
	12
	–
	5
	6

	4
	7
	4
	10
	–
	12

	5
	15
	6
	9
	7
	–


В этом случае Matlab-код для решения данной задачи имеет вид:
       f = [5; 7; 6; 4; 9; 6; 10; 8; 7; 12; 5; 6; 7; 4; 10; 12; 15; 6; 9; 7];

      A = [1 1 1 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0;

              0 0 0 0 1 1 1 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0;

              0 0 0 0 0 0 0 0 1 1 1 1 0 0 0 0 0 0 0 0;

              0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 1 1 1 0 0 0 0;

              0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 1 1 1;

              0 0 0 0 1 0 0 0 1 0 0 0 1 0 0 0 1 0 0 0;

              1 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 1 0 0 0 1 0 0;

              0 1 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 1 0;

              0 0 1 0 0 0 1 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 1;

              0 0 0 1 0 0 0 1 0 0 0 1 0 0 0 1 0 0 0 0];     

     b = ones(10,1);
    [x,fval] = bintprog(f, [], [], A, b).
       В результате вычислений получится вектор оптимальных значений булевых переменных и оптимальное значение целевой функции:
x =

     0

     0

     0

     1

     0

     1

     0

     0

     1

     0

     0

     0

     0

     1

     0

     0

     0

     0

     0

     1

fval =

        28.
      Таким образом, как следует из полученных результатов, оптимальным маршрутом коммивояжёра будет 1(5(4(2(3(1, а его длина равна 28.
     M-файл-функция с именем tsp для решения несимметричной задачи коммивояжёра  имеет вид:
function [] = tsp(f)

[s1,s2] = size(f);

i = 1; sq = 1;

while (sq < s1)

    sq = i * i;

    if (sq >= s1)

        sq = i; break;

    end;

    i = i + 1;

end;

n = sq; A = constraintsmatrixA(n); 

b = ones(2*n,1);

[x,fval] = bintprog(f, [], [], A, b);

x

disp('Значение целевой функции')

fval

end

function [m] = constraintsmatrixA(n)  

k = 1; z = 1;

for i = 1:n

   for ii = 1:n

       if(k == i)

       else

           tmp(i,ii) = z;

           z = z + 1;

       end;

       k = k + 1;

   end;

   k = 1;

end;

k = 1;

for i = 1:n

   for ii = 1:n

       if(k == i)

       else

           c(i,tmp(ii, i)) = 1;

       end;

       k = k + 1;

   end;

   k = 1;

end;

m = vertcat(matrixA2(n), c); 

end

function A = matrixA2(n) 

k = 1;

for i = 1:n

  for ii = 1:n * (n - 1)

  if(k > (n-1)*(i -1) && k < (n-1)*(i-1)+n)

     A(i,ii) = 1;

       else

         A(i,ii) = 0;           

       end;

         k = k + 1;

       end;

         k = 1;

    end;

end.

        Данная функция возвращает вектор оптимальных значений  переменных и оптимальное значение целевой функции, а её входным параметром f является вектор (столбец) значений cij. В теле данной функции используются функции matrixA2 и constraintsmatrixA  для  формирования ограничений (3.2), (3.3)  причём функция matrixA2 является частью функции constraintsmatrixA.
    Часть 4
РЕШЕНИЕ ЗАДАЧИ О ПОКРЫТИИ МНОЖЕСТВА

    Постановка задачи
    Задача о покрытии множества формулируется следующим образом.

      Пусть  M = {h1, … , hm}  – некоторое  множество объектов  hi (i = = 1,…,m),  а S = {S1, …, Sn} – семейство подмножеств Sj (j = 1,…,n), содержащих элементы множества M, и каждому из этих подмножеств поставлено в соответствие некоторое число (вес) cj.  Требуется найти такой набор подмножеств S*( S, при котором достигается покрытие множества M с минимальным суммарным весом.

     Сформулируем данную задачу в терминах булевого линейного программирования.
     Пусть A = ((aij(( – булева матрица размерности m(n, элементы которой формируются исходя из условия: aij = 1, если hi ( Sj (т.е. если i-ый элемент множества M содержится в подмножестве Sj), и  aij = 0  в противном случае.

     Пусть xj  – булева переменная, которая равна 1, если подмножество  Sj входит в покрытие множества M, и равна 0 в противном случае.

     Тогда в формальном виде задача о покрытии множества может быть представлена следующим образом:
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  i = 1,…,m.                                            (4.2)
      Выражение (4.2) – ограничение в виде  системы линейных  неравенств – задаёт условие принадлежности каждого элемента множества М покрытию.
      Формулировка задания
  Решить задачу о покрытии множества M = {1,2,3,4,5,6,7,8}. Семейство подмножеств данного множества и значения их весов для различных вариантов выполнения задания представлены в приложении Г.
      Решение типового примера
      Для множества M = {1,2,3,4,5,6,7,8} имеет место система подмножеств  S:   S1 = {1,3,4,5};  S2 = {5,7,8};  S3 = {5,6,8};  S4 = {1,2,3,7}; 

S5  = {2,3,5,6,7} ;  S6 = {1,5,8};   S7 = {1,3,4,8};   S8 = {2,4,6,7};  S9 = {1,3,7};

S10  = {2,6,7};  S11 = {1,2,3,5,8};  S12 = {1,2,5,6};  S13 = {1,2,3,5,8}  с весами c1 =7; c2 =8; c3 =7;c4 =9; c5 =7; c6 =4; c7 =5; c8 =6; c9 =9; c10 =9; c11 =5; 

c12=10; c13=5. Найти покрытие множества М с минимальным суммарным весом.
       В этом случае Matlab-код для решения данной задачи имеет вид:

f = [7; 8; 7; 9; 7; 4; 5; 6; 9; 9; 5; 10; 5];

A = [1 0 0 1 0 1 1 0 1 0 1 1 1; 

       0 0 0 1 1 0 0 1 0 1 1 1 1;

       1 0 0 1 1 0 1 0 1 0 1 0 1;

       1 0 0 0 0 0 1 1 0 0 0 0 0;

       1 1 1 0 1 1 0 0 0 0 1 1 1;

       0 0 1 0 1 0 0 1 0 1 0 1 0;

       0 1 0 1 1 0 0 1 1 1 0 0 0;

       0 1 1 0 0 1 1 0 0 0 1 0 1];

b = ones(8,1);

[x,fval] = bintprog(f, -A, -b).
       В результате вычислений получится вектор оптимальных значений булевых переменных и оптимальное значение целевой функции:
x =

     0

     0

     0

     0

     0

     0

     0

     1

     0

     0

     0

     0

     1

fval = 11.
        Таким образом, минимальное покрытие множества М образуют подмножества  S8  и S13 с суммарным весом, равным 11.
   M-файл-функция с именем covering для решения задачи о покрытии множества имеет вид:

function [x, fval] = covering(f,s)

n = size (f,1); z = 0;

for i=1:n 

    b=max(s{i});

    z=max(z,b); 

end

A = zeros(z, n);

for i = 1:n

    for j = 1:size(s{i},2)

        A(s{i}(j),i)=1;

    end

end

b = ones(z,1);

[x, fval] = bintprog(f, -A, -b).

        Данная функция возвращает вектор оптимальных значений  переменных и оптимальное значение целевой функции, а её параметрами являются: f – вектор (столбец) значений весов ci подмножеств Sj; s –  набор векторов s{j} (j = 1,…,n),  содержащих элементы соответствующих подмножеств Sj.
    Часть 5
  РЕШЕНИЕ ЗАДАЧИ О МАКСИМАЛЬНОМ РЁБЕРНОМ ПОКРЫТИИ

  Постановка задачи
       Задача о максимальном рёберном покрытии (паросочетании) формулируется  следующим образом: для заданного неориентированного графа требуется найти такое подмножество E* рёбер из всего их множества  E (E* ( E) максимальной  мощности, в котором никакие два ребра не будут инцидентны (т.е. не будут иметь общей вершины). 
      В терминах булевого линейного программирования формально данная задача формулируется следующим образом: 
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      Здесь  xj – переменные, ассоциированные с рёбрами, при этом xj = =1, если ребро  с номером j входит в максимальное покрытие, и xj = 0 в противоположном случае.
      Коэффициенты aij – компоненты булевой матрицы инцидентности А размерности m(n – принимают значение 1, если вершина с номером i инцидентна ребру с номером j, и значение 0 – в противоположном случае.
      Выражение (5.2) – ограничение в виде  системы линейных  неравенств –  задаёт условие того, что в каждой вершине сумма инцидентных ей переменных (рёбер) не превышает единицы.
       Задача о максимальном взвешенном рёберном покрытии отличается только целевой функцией, т.е. вместо выражения (5.1) имеет место 
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     где сj – вес ребра с номером j.
    Формулировка задания
     Решить задачу о максимальном взвешенном  рёберном покрытии для графа, изображённого на рис. 1. Значения весов рёбер для различных вариантов выполнения задания представлены в приложении Д.
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Рисунок 1 – Неориентированный граф

         Решение типового примера
         Решим задачу о максимальном (невзвешенном)  рёберном покрытии для графа, изображённого на рис. 1.
В этом случае Matlab-код для решения данной задачи имеет вид:

f = ones(16,1);

A = [1 1 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0;

       1 0 0 1 0 0 0 0 0 0 1 1 0 0 0 0;

       0 1 0 0 1 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0;

       0 0 1 1 1 0 1 1 1 1 0 0 0 0 0 0;

       0 0 0 0 0 1 1 0 0 0 0 0 1 0 0 1;

       0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 1 0 0 1 0;

       0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 1 0 0 1 0 1;             

       0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 1 1 1 0];

 b = ones(8,1);

 x = bintprog(-f, A, b).
        В результате вычислений получится вектор значений булевых переменных: 
x =

     0

     1

     0

     1

     0

     0

     0

     0

     0

     0

     0

     0

     0

     0

     1

     1.
      Таким образом, в максимальное покрытие входят рёбра с номерами 2, 4, 15, 16, что показано на рис. 2 (рёбра, входящие в покрытие, выделены жирным).
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Рисунок 2 – Неориентированный граф
   Часть 6
  РЕШЕНИЕ ЗАДАЧИ О МИНИМАЛЬНОМ ВЕРШИННОМ ПОКРЫТИИ

 Постановка задачи
      Задача о минимальном вершинном покрытии формулируется  следующим образом: для заданного неориентированного графа требуется найти такое подмножество V* вершин из всего их множества  V (V * ( V) минимальной  мощности, которые были бы инцидентны всем рёбрам графа. 

      В терминах булевого линейного программирования формально данная задача формулируется следующим образом: 
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     Здесь  xi – переменные, ассоциированные с вершинами, при этом xi = 1, если вершина  с номером i входит в минимальное вершинное покрытие, и xi = 0 в противоположном случае.
     Коэффициенты aji – компоненты булевой матрицы инцидентности А размерности n(m – принимают значение 1, если ребро с номером j инцидентно вершине с номером i, и значение 0 – в противоположном случае.
     Выражение (6.2) – ограничение в виде  системы линейных  неравенств –  задаёт условие того, что  каждому ребру инцидентна хотя бы одна вершина, т.е. сумма вершин, инцидентных каждому ребру, не меньше единицы. 
     Задача о минимальном взвешенном вершинном покрытии отличается только целевой функцией, т.е. вместо выражения (6.1) имеет место 
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     где сi – вес вершины с номером i.
      Следует отметить, что данная задача является двойственной по отношению к задаче о максимальном рёберном покрытии.
     Формулировка задания
      Решить задачу о минимальном взвешенном  вершинном покрытии для графа, изображённого на рис. 3. Значения весов вершин для различных вариантов выполнения задания представлены в приложении Е.
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Рисунок 3 – Неориентированный граф
    Решение типового примера

        Решим задачу о минимальном (невзвешенном) вершинном покрытии для графа, изображённого на рис. 1.

В этом случае Matlab-код для решения данной задачи имеет вид:
f = ones(8,1);

A = [1 1 0 0 0 0 0 0;

       1 0 1 0 0 0 0 0;

       1 0 0 1 0 0 0 0;

       0 1 0 1 0 0 0 0;

       0 0 1 1 0 0 0 0;

       0 0 1 0 1 0 0 0;

       0 0 0 1 1 0 0 0;

       0 0 0 1 0 0 0 1;

       0 0 0 1 0 0 1 0;

       0 0 0 1 0 1 0 0;

       0 1 0 0 0 0 1 0;

       0 1 0 0 0 1 0 0;

       0 0 0 0 1 0 0 1;

       0 0 0 0 0 0 1 1;

       0 0 0 0 0 1 0 1;

       0 0 0 0 1 0 1 0];

 b = ones(16,1);

 x = bintprog(f,-A,-b).
      В результате вычислений получится вектор значений булевых переменных: 

x =

     1

     0

     0

     1

     1

     1

     1

     0.
  Таким образом, в минимальное покрытие входят вершины с номерами 1,4,5,6,7, что показано на рис. 4 (вершины, входящие в покрытие, выделены жирным).
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Рисунок 4 – Неориентированный граф
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